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 Menge der natu¨rlichen Zahlen


Menge der natu¨rlichen Zahlen mit Null
 Menge der reellen Zahlen

 Menge der positiven reellen Zahlen


gro¨ßte ganze Zahl , die kleiner oder gleich  ist und fu¨r die gilt
   	
 

 kleinste ganze Zahl, die gro¨ßer oder gleich  ist


gro¨ßte ganze Zahl, die kleiner oder gleich  ist


 Anzahl der verschiedenen Nachkommawerte
 Ende eines Teilbeweises




Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit sind die von K. Burde in [1] betrachteten
Zahlenentwicklungen mit gebrochenen Basen.
Ersetzt man die der Dezimalbruchentwicklung reeller Zahlen zugrundeliegende
Zahl  durch eine beliebige natu¨rliche Zahl  	 , so erha¨lt man die bekannten
”




    als Basiszahlen verwenden. Solche 

-Entwicklungen wurden
bereits von H. Kobert [5] sowie von L.C. Eggan und C.L. Vanden Eynden [3]
untersucht. In beiden Arbeiten werden die Entwicklungen betrachtet, die man da-
durch erha¨lt, daß man jeweils gro¨ßtmo¨gliche Potenzen von 

in maximaler Anzahl
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bezeichnet man als
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       
erha¨lt man fu¨r die Entwicklung
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      
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(1)
erhalten, indem man anhand von Kongruenzbetrachtungen modulo  die Koeffizi-
enten
”




usw. berechnet (siehe Kapitel 1).
Diese Berechnung wird wieder am Beispiel der Zahl  zur Basis 

angegeben:
   	





      	





      	
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     	
























Entwicklungen von hinten“ wurden von K. Burde in [1] betrachtet.
Wa¨hrend die im allgemeinen unendlichen Entwicklungen
”
von vorne“ mehr
vom analytischen Interesse sind, sind die fu¨r natu¨rliche Zahlen stets endlichen
Entwicklungen
”
von hinten“ zahlentheoretisch interessant. Sie werden daher auch
als
”
zahlentheoretische Entwicklungen“ – im Gegensatz zu den
”
analytischen
Entwicklungen“ – bezeichnet. (Beide Entwicklungsarten fallen u¨brigens bei
ganzzahligen Basen  zusammen.)
Durch die Entwicklung der Form (1) werden neben den natu¨rlichen Zahlen auch







    – dargestellt. Bei den Ent-
wicklungen (1) kann man zu – endlichen – Komma-Entwicklungen u¨bergehen.
Ru¨ckt man das in (1) nach 

stehend gedachte Komma um  Stellen nach links,

















































Mit solchen endlichen Komma-Entwicklungen ko¨nnen weitere Zahlen dargestellt
werden, aber offenbar nur rationale. Die u¨brigen Zahlen, insbesondere alle positi-








die der Gegenstand dieser Arbeit sind und die fu¨r den Rest der Einleitung kurz als


-Entwicklung bezeichnet werden, ergeben sich sofort eine Reihe von Fragen:
 Besitzt jede positive reelle Zahl  eine solche Entwicklung? (Kapitel 3)
 Ist diese Entwicklung gegebenenfalls eindeutig? (Kapitel 3)
 Welche Eigenschaften besitzen solche Entwicklungen? (Kapitel 3, 5)
 Wie kann man eine solche Entwicklung berechnen? (Kapitel 4)
Bei unendlichen Entwicklungen kann man i.a. natu¨rlich nur endliche Na¨herungs-
entwicklungen erhalten, und es ergibt sich als na¨chste Frage:
 Wie stellt man fest, welche Stellen einer Entwicklung sicher sind?
(Kapitel 4)
Was die obigen Fragen betrifft, so wird in Kapitel 3 gezeigt, daß eine positive
reelle Zahl i.a. eine eindeutige 

-Entwicklung besitzt, und in Kapitel 4 wird ein
Verfahren zur Aufstellung unendlicher 

-Entwicklungen einschließlich der Beant-
wortung der Frage nach den sicheren Stellen angegeben.
Es gibt allerdings – wie u¨brigens bei allen -adischen Darstellungen – auch
Zahlen, die zwei verschiedene 

-Entwicklungen besitzen. (Im Dezimalsystem er-
geben sich solche verschiedenen Darstellungen z.B. aus der Identita¨t 
   
 .)
Diese Zahlen werden hier
”
ambig“ bzw. “u¨berambig“ genannt, je nachdem ob sie
genau zwei bzw. noch mehr verschiedene Entwicklungen besitzen.
Die einzelnen Koeffizienten der 

-Entwicklung einer rellen Zahl a¨ndern sich
sprungartig, wenn diese kontinuierlich die reelle Achse durchla¨uft (Kilome-




Bei allen -adischen Entwicklungen sind diese – ambigen – Sprungstellen die
natu¨rlichen Zahlen, im Dezimalsystem z.B.






Hier liegen die Sprungstellen also a¨quidistant, was daran liegt, daß bei den -
adischen Darstellungen jeweils alle mo¨glichen Koeffizienten-Folgen auftreten.
Bei den 

-Entwicklungen mit echt-gebrochenen Basen treten dagegen nur spezi-
elle recht unregelma¨ßig verteilte Koeffizienten-Folgen auf, was zur Folge hat, daß
hier die Sprungstellen nicht a¨quidistant liegen.
EINLEITUNG 5
In Kapitel 5 wird eine Methode entwickelt, die Sprungstellen na¨herungsweise zu
berechnen. Je kleiner die Basis 

	  ist, um so dichter ko¨nnen die zugeho¨rigen
Sprungstellen zusammenru¨cken und um so gro¨ßer wird der Fehlerterm bei ihrer






und      kann nicht mehr ausgeschlossen




















    sogar vier usw..
Die Existenz von Doppelsprungstellen ist gleichbedeutend mit der Existenz u¨be-
rambiger Zahlen. Es gibt nun gute Gru¨nde zu vermuten, daß es solche u¨beram-
bigen Zahlen, und damit auch Doppelsprungstellen, nicht gibt. Der Beweis dafu¨r
du¨rfte allerdings schwerfallen, denn die Fragen rund um die Sprungstellenpro-
blematik scheinen zu den schwierigsten zu geho¨ren, die sich im Zusammenhang
mit unseren 

-Entwicklungen ergeben. Abschließend kann man nach den obigen
Ausfu¨hrungen feststellen, daß die Verha¨ltnisse bei den 

-Entwicklungen um so







Zahlen bezu¨glich gebrochener Basen
Zur Einfu¨hrung in die Thematik dieser Arbeit werden in diesem Kapitel die endli-
chen Entwicklungen betrachtet, da ihre Eigenschaften fu¨r das weitere Versta¨ndnis
von Bedeutung sind. Zuna¨chst werden einige grundlegende Sa¨tze, die K. Burde
[1] bewiesen hat, dargestellt.
Im zweiten Teil wird die Addition und die Multiplikation von Zahlen im 

-System
erla¨utert und der 

-Za¨hler beschrieben.
Zum Schluß des Kapitels wird der 

-Wurzelbaum entwickelt, der zum anschauli-




Gibt man zwei natu¨rliche Zahlen  und  mit  	  vor, so besitzt jede natu¨rliche
Zahl  eine Entwicklung zur Basis 

, genauer gilt nach K. Burde [1] , S. 194:
Satz 1.1
Sind 






























    
    fu¨r   




die genau fu¨r teilerfremde 
























   
 
   (1.3)
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   

(1.4)
Wegen  	  muß die Folge der 






















     (1.5)










    sukzessive die





    
    im teilerfremden Fall 
    eindeutig bestimmt
sind. Gilt andererseits 
    	 
   
   , so besitzt z.B.
die natu¨rliche Zahl    neben der 

-Entwicklung     

auch eine sich
offensichtlich von dieser unterscheidende 







Durch den Existenzteil dieses Beweises gewinnt man die Entwicklung einer
natu¨rlichen Zahl  von hinten fu¨r eine beliebige Basis 

, fu¨r die gilt:







   
Im folgenden soll die Bedingung 
    immer gelten, wenn es nicht
ausdru¨cklich anders erwa¨hnt wird.
Beispiel:
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  fu¨r alle  	 .




















Wenn eine Zahl  die 
















Die rechte Seite von (1.2) stellt bei beliebiger Wahl der Koeffizienten nicht immer






 dargestellt werden, wobei man nicht alle Zahlen dieser Form darstellen kann.
Zum Beispiel kann die Zahl 





Im folgenden sollen 

-Entwicklungen fu¨r natu¨rliche Zahlen betrachtet werden.
Die bereits im Beweis zu Satz 1.1 benutzen Zahlen 

erhalten nun einen Namen
und sollen eingehender untersucht werden.
Bezeichnung 1.8























































   
    
 (1.9)
Um die Frage zu beantworten, welche 

-Entwicklungen nun natu¨rliche Zahlen
darstellen, bewies K. Burde ([1] S. 196) die folgenden Ganzheitsbedingungen:
KAPITEL 1. ENTWICKLUNGEN VON NAT ¨URLICHEN ZAHLEN 9
Satz 1.10










dar, wenn die Koeffizienten 

bzw. die Zwischenzahlen 

fu¨r   
    
  eine
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Stellt die Entwicklung 

   

eine ganze natu¨rliche Zahl   





   
    
  nach (1.3) ganzzahlig und sogar durch  teilbar.
Damit folgt (1.11) aus (1.5) sowie (1.12) aus (1.3) und (1.9).








































Gilt dann fu¨r ein    aus 

, wobei die Anfangskoeffizienten der Entwicklungen









fu¨r alle  	 
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Beispiel:
1.) Fu¨r die zwei 

















2.) Fu¨r die zwei 

-Entwicklungen      und      mit









Diese Beispiele zeigen, daß die lexikographische Anordnung nicht immer mit der
natu¨rlichen Anordnung u¨bereinstimmen muß.




-Ganzheitsentwicklungen gegebenen lexikographischen Anordnungen
stimmen fu¨r ganze natu¨rliche Zahlen mit den natu¨rlichen Anordnungen u¨berein.
Beweis:





























-lexikographisch“ kleiner als , d.h. unter anderem   ,
soll zum Widerspruch gefu¨hrt werden.
Offensichtlich kann sich der lexikographische Unterschied dieser beiden Zahlen





zeigen, da diese den Wert von
























   

gilt also ebenfalls: 

ist lexikographisch kleiner als 

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   





































































Treffen obige Annahmen, die wir zum Widerspruch fu¨hren wollen, fu¨r   

und   

















   ,




















steht aber im Widerspruch dazu, daß die einstelligen 

-Ganzheitsent-
wicklungen gerade die  kleinsten ganzen darstellbaren Zahlen 
    
    dar-
stellen, fu¨r welche die lexikographische Anordnung offensichtlich mit der natu¨rli-
chen u¨bereinstimmt.

1.2 Rechnen im 

-System




Addition von natu¨rlichen Zahlen
Die Ganzheitsentwicklungen zweier Zahlen 
   

ko¨nnen – mit mo¨glichen
Anfangskoeffizienten  – in der Form












   

angenommen werden.
Fu¨r die Addition von  und  im 






;    


































































 	  entsprechend















Wegen  	  ergibt sich schließlich irgendwann einmal 

  fu¨r  
  , und
das Verfahren endet dann mit der Gleichung


   

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Bemerkung 1.17
Obiges Additionsverfahren (1.16) entspricht der u¨blichen schriftlichen Addition,
wobei allerdings die ¨Ubertra¨ge stets Vielfache von  sind, die mit 

zu multiplizie-
































































  fu¨r     
    
 .
Beispiel:






  und     





            mit 










                mit 










                mit 






   

              mit 






   

              mit 






          mit 





    

 
2.) Addition der beiden Zahlen  und  im 

-System nach Verfahren (1.18):
    
  
     
    
     
Multiplikation von natu¨rlichen Zahlen
Gesucht wird ein Verfahren, mit dem die 

-Ganzheitsentwicklung des Produkts
  zweier Zahlen 
  

u¨ber die Ganzheitsentwicklungen mit mo¨glichen
Anfangskoeffizienten 














   

gewonnen wird.
Durch Addition von  Summanden  gema¨ß (1.16)



































   
	

      
	

erha¨lt man eine 

-Ganzheitsentwicklung von   . Das entspricht u¨brigens der
u¨blichen schriftlichen Multiplikation mit derselben ¨Ubertragsbehandlung wie bei
obiger Addition (1.16).
Beispiel:
1.)Multiplikation von      und   :
      
 2 4 8 4 2 4 2
3 6 12 6 3 6 3
    

        
2.) Multiplikation der beiden Zahlen    und    im 

-System:
      
    
   
 2 2 2 0 0 0
3 3 3 0 0 0
      
d.h. es gilt




Die aus den oben beschriebenen Verfahren resultierenden 

-Entwicklungen der
ganzzahligen Summen bzw. der ganzzahligen Produkte ganzer Zahlen sind nach
Satz 1.1 und Satz 1.10 die eindeutigen 

-Ganzheitsentwicklungen.




Es la¨ßt sich ein 

-Za¨hler konstruieren, der im Prinzip wie ein u¨blicher Kilome-
terza¨hler funktioniert.
Wa¨hrend letzterer die Dezimaldarstellungen der natu¨rlichen Zahlen in natu¨rlicher




-Za¨hler “ jedoch die 

-Ganzheitsentwick-
lungen der natu¨rlichen Zahlen ablesbar sein.
Ein u¨blicher Kilometerza¨hler besteht aus einer Anzahl von Ra¨dchen, auf denen
sich jeweils die Ziffern 
 
    
  befinden. Diese sind so miteinander verbun-
den, daß jedes Ra¨dchen bei einem Nulldurchgang das links von ihm befindliche
Ra¨dchen um eine Ziffer mitnimmt.
Unser 

-Za¨hler ist im Prinzip ebenso konstruiert, auf den Ra¨dchen befinden sich
hier jedoch jeweils die Ziffern 
 
    
    und ein Ra¨dchen nimmt bei einem
Nulldurchgang das links von ihm befindliche Ra¨dchen um  Ziffern mit.





-Za¨hler von der 

-Ganzheitsdarstellung einer natu¨rlichen Zahl  zu der
von    u¨ber, wenn das ganz rechts befindliche Ra¨dchen um eine Ziffer
weitergedreht wird, liefert also somit in der Tat die 

-Ganzheitsentwicklung
der natu¨rlichen Zahlen in natu¨rlicher Reihenfolge (vergleiche Spektrum der
Wissenschaft [2] S.11/12).




    jede beliebige Kombination von endlich vielen Endziffern irgend-
wann einmal auf, sogar beliebig oft.
Genauer erha¨lt man bei  aufeinanderfolgenden Za¨hlschritten bzw. natu¨rlichen
Zahlen alle Kombinationsmo¨glichkeiten fu¨r die letzten  Ziffern, die sich dann
mit der Periode  wiederholen.













    
 

, so erha¨lt man genau alle natu¨rlichen Zahlen mit
diesen letzten  Ziffern in der Form
   

   

(1.20)




Jede beliebige endliche Folge der Ziffern 
 
      ist – sogar unendlich oft –
letzter Abschnitt einer 

-Ganzheitsentwicklung.
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deren 

-Ganzheitsentwicklung mit den  vorgegebenen Ziffern 





















da ein Weiterza¨hlen um Vielfache von  nach obigem nichts an den letzten 
Ziffern vera¨ndert.
Aus der oben beschriebenen Mechanik des 






































































    
   .
Hieraus lassen sich die 

aus den vorgegebenen 

fu¨r   
    
   





1.) Berechnung der Zahlen, die im 









     








    


     








    


     








    


     








Daraus folgt fu¨r die kleinste dieser Zahlen:
        

   

   

 
Damit erha¨lt man alle Zahlen, deren 

-Ganzheitsentwicklung auf  enden:
    
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2.) Berechnung der Zahlen, die im 










     








    


     








    


     








    


     








    


     








    


     








Daraus folgt fu¨r die kleinste dieser Zahlen:
        

   

   

   

   

 
Damit erha¨lt man alle Zahlen, deren 


-Ganzheitsentwicklungen auf  en-
den:
    
	
 mit   


Beispiel 1.) entspricht dem Problem der fu¨nf Schiffbru¨chigen, die auf einer Insel
Kokosnu¨sse sammeln (siehe hierzu Spektrum der Wissenschaft [2], S.11/12).
In diesem Fall kann man das Ergebnis u¨brigens wesentlicher schneller erhalten.
Nach der Mechanik des 

-Za¨hlers werden aus fu¨nf Endeinsen nach  Za¨hlschritten
fu¨nf Endnullen, d.h. die Darstellung einer durch  teilbaren Zahl. Die gesuchte –
minimale – Zahl ist somit






Zuna¨chst sollen einige Definitionen aus der Graphentheorie (siehe A. Kaufmann
[4] und R.J. Wilson [7]) vorangestellt werden, die man im folgenden beno¨tigt, um
die 

-Ganzheitsentwicklungen anschaulicher darstellen zu ko¨nnen.
Definition 1.22
1. Ein schlichter Graph  ist ein Paar  , , wobei   die nicht-
leere Menge von Elementen ist, die man als Knoten (Ecken) bezeichnet, und
 eine endliche Menge ungeordneter Paare von verschiedenen Elemen-
ten aus  , Kanten genannt;
  ist die Knotenmenge und  ist die Kantenmenge.
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2. Wenn   und  endlich sind, dann nennt man den Graphen  end-
lich, ansonsten nennt man den Graphen unendlich.
3. Einen Graphen nennt man gerichtet, wenn jede Kante eine Orientierung
erha¨lt, die durch einen Pfeil gekennzeichnet ist.
4. Bei einem gerichteten Graphen ist der Innengrad eines Knotens die Anzahl
der Kanten, die in den Knoten fu¨hren, der Außengrad eines Knotens ist die
Anzahl der Kanten, die aus ihm herausfu¨hren.
5. Ein Weg ist eine Folge von gerichteten Kanten 


    
 

, so daß der End-
punkt jeder gerichteten Kante dem Anfangspunkt der folgenden entspricht.
6. Die La¨nge eines Weges ist gleich der Anzahl der enthaltenen gerichteten
Kanten. Ist  der Weg, so bezeichnet man seine La¨nge mit .
7. Ein Zyklus ist ein endlicher Weg, in dem der Anfangsknoten mit dem End-
knoten zusammenfa¨llt.
8. Ein antizyklischer Graph ist ein Graph, der keinen Zyklus entha¨lt.
Definition 1.23
1. Ein antizyklischer gerichteter Graph heißt Wurzelbaum , wenn:
(a) ein und nur ein Knoten existiert, zu dem keine Kante fu¨hrt – dieser
Knoten heißt Wurzel;
(b) zu allen anderen Knoten eine und nur eine Kante fu¨hrt.
2. Ein Baum als Teilgraph mit den gleichen Eigenschaften wie die des Wurzel-
baumes heißt Unterwurzelbaum.
Bezeichnung 1.24
1. Die Knoten, die u¨ber  Kanten mit der Wurzel verbunden sind, liegen in der
-ten Ebene.
2. Wege von der Wurzel in die -te Ebene   

werden als (0,n)-Wege
bezeichnet. Wege von einem Knoten in der -ten Ebene zu einem Knoten in
der -ten Ebene 
   

werden als (k,n)-Wege bezeichnet.
3. Knoten mit dem Außengrad    werden als m-Knoten bezeichnet.
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Konstruktion des Wurzelbaumes
Zur anschaulichen Darstellung der 

-Ganzheitsentwicklungen benutzt man einen
Wurzelbaum, dessen Knoten den dargestellten – natu¨rlichen – Zahlen und dessen
Kanten den Entwicklungskoeffizienten entsprechen.
Wir konstruieren zuna¨chst einen umfassenderen Baum, von dessen Knoten jeweils
 Kanten ausgehen, die mit 
 
 
    




Abbildung 1.1: Baum fu¨r  Ebenen mit   
Von der Wurzel aus, welcher die Zahl  zugeordnet sei, fu¨hrt zu jedem Knoten
in der -ten Ebene dieses Baumes genau ein Weg, genauer ein 
 -Weg. Sind














    
   






    
 













zugeordnet. Diese Zahlen sind nach Satz 1.10 genau dann natu¨rliche Zahlen, wenn






    

bzw. bei der Auswahl der ent-
sprechenden Kanten die Ganzheitsbedingungen (1.11) erfu¨llt sind. Wa¨hlt man
auch 

gema¨ß den Ganzheitsbedingungen, so erha¨lt man stets Vielfache von
. Man spricht dann von den totalen Ganzheitsbedingungen.
Der eben konstruierte Baum soll nun so ausgelichtet werden, daß er nur noch
die Kantenfolgen entha¨lt, die den totalen Ganzheitsbedingungen genu¨gen. Seinen
Knoten sind dann stets Vielfache von  zugeordnet, d.h. es sind den Knoten der -
ten Ebene unseres ausgelichteten Baumes genau die Vielfachen von  zugeordnet,
welche eine totale Ganzheitsentwicklung (1.25) der La¨nge  besitzen.
Da alle natu¨rlichen Vielfachen von  eine totale 

-Ganzheitsentwicklung besitzen
und bei diesen nach Satz 1.15 die lexikographische Anordnung der dargestellten




Abbildung 1.2: Kantenkoeffizienten in natu¨rlicher Reihenfolge
Zahlen mit deren natu¨rlicher Anordnung u¨bereinstimmt, entsprechen die Knoten




    
    
  Knotenanzahl in der -ten Ebene(1.26)
von  und zwar wieder nach Satz 1.15 auch in dieser Reihenfolge, wenn die Kan-
ten des Ausgangsbaumes wie in Abbildung 1.2 in der natu¨rlichen Reihenfolge
indiziert werden, was von jetzt ab vorausgesetzt wird.
Die Knotenanzahl  in der -ten Ebene, insbesondere das Wachstum fu¨r
 wird spa¨ter noch betrachtet.


















   
    
 

zugeordnet. Diese sind die Zwischenzahlen1 aus Definition 1.8.
Bezeichnung 1.27
Der zur Basis 







Knotenkoeffizienten, Kantenkoeffizienten und Knotenanzahl
pro Ebene im 

-Wurzelbaum
Die Koeffizienten zweier aufeinanderfolgender Knoten im 

-Wurzelbaum sind














der Koeffizient der sie verbindenden Kante ist. Nach (1.26)
entha¨lt der Baum nun genau die Kante, fu¨r deren Koeffizient
1Die Indizierungen sowohl der Entwicklungskoeffizienten als auch der Zwischenzahlen ver-
laufen hier und in Bezeichnung 1.8 in entgegengesetzter Richtung.


















Abbildung 1.3: Kanten und Knoten des Weges 














gilt. Da der -te Knoten jeder Ebene wieder nach (1.26) den Koeffizient   
besitzt, gehen von diesem nach (1.28) genau die Kanten aus, deren Koeffizienten


  mit     	
 
     (1.29)
erfu¨llen.
Das anhand von (1.29) leicht berechenbare Schema der ausgehenden Kanten ist
somit in allen Ebenen gleich und von der Periode .
Bemerkung 1.30
Fu¨r die Gesamtheit der Koeffizienten der von  aufeinanderfolgenden Knoten ei-
ner Ebene ausgehenden Kanten, wenn also  und damit wegen 
    auch
  alle Restklassen modulo  durchla¨uft, geht die Kongruenzbedingung in
(1.29) u¨ber in die Aussage:
Die Koeffizienten der Kanten, die von  aufeinanderfolgenden Knoten ausgehen,
sind verschieden.
Zusammen mit der zweiten Bedingung von (1.29)
    
ergibt sich, daß von solchen  Knoten insgesamt genau  Kanten mit den Koeffizi-
enten 
 











, also     :




	    	
  	   
 




	    	
  	   




	    	







, also     :




	    	
  	   
 
 




	    	
  	   
 




	    	
  	   
 




	    	
  	   
 
Bemerkung 1.31
Da die Anzahl der von einem Knoten ausgehenden Kanten als Lo¨sungszahl von





































-Knoten vorkommen, und zwar bei  aufein-
anderfolgenden Knoten beider Sorten.
Beispiel:
In Abbildung 1.4 sind die ersten  Ebenen des Wurzelbaums  

dargestellt.
Fu¨r die Basis gilt   

 ; also kann der Baum nur - und -Knoten enthalten.
Nach (1.29) gilt:




	    	
  	   
 




	    	
  	   
Bezeichnung 1.32
1. Ein Unterwurzelbaum zur Basis 

wird mit  

bezeichnet.
































-Wurzelbaum fu¨r die ersten  Ebenen



















In jedem Wurzelbaum  





























   

(1.34)
Im folgenden Beweis wird der Index von  


































In der   -ten Ebene gilt nach Bemerkung 1.30 fu¨r die Knotenanzahl:





 fu¨r    	
 

da von jeweils  aufeinanderfolgenden Knoten  Knoten in der na¨chsten Ebene
erzeugt werden.
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Damit folgt eine untere Grenze fu¨r die Knotenanzahl    in der Ebene
  :







und fu¨r   :


























So erha¨lt man fu¨r die Knotenzahl  mit  	    die untere Schranke:




































































































Mit den bisher betrachteten endlichen 

-Entwicklungen la¨ßt sich nur eine Teil-











Ziel dieser Arbeit ist die Darstellung aller positiver reeller Zahlen durch unend-
liche 

-Komma-Entwicklungen. In diesem Kapitel werden beliebige solche Ent-
wicklungen betrachtet, spa¨ter im Kapitel 3 werden dann nur die speziellen Ent-





























    




stellt eine nicht-negative reelle Zahl  dar. Die Entwicklungen (2.1) reeller Zahlen
 sind nicht eindeutig. Es existieren, wie im folgenden gezeigt wird, sogar jeweils
unendlich viele verschiedene 

-Komma-Entwicklungen fu¨r ein solches .





















        


























fu¨r   

(2.3)








































   

 
     

 








































Genau dann, wenn die 



















Seien die Koeffizienten 

gema¨ß (2.4) gewa¨hlt, und damit die Ungleichungen























































































          

allgemein






























































Sei nun andererseits mindestens ein Koeffizient nicht gema¨ß (2.4) gewa¨hlt, dann
gibt es ein 























































































































    
 
 





















das Restglied in (2.6) verschwindet hier somit nicht. Das bedeutet, daß die Ent-
wicklung nicht gegen  konvergiert.
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2. Fall:   

   	 




















































   
 
 

























   
 
 


















 	  da  	 

womit wie im Fall 1 die Nichtkonvergenz gegen  gezeigt ist.

Bemerkung 2.7











erfu¨llen, gibt es mindestens eine 




































































Weiter ist nach (2.4) 













































1. Fu¨r alle    gibt es unendlich viele verschiedene 

-Entwicklungen.
2. Fu¨r    existiert nur eine 

-Komma-Entwicklung und zwar   
 .
Beispiel:
Hier sollen nun einige 

-Komma-Entwicklungen (2.1) der Zahl  angegeben
werden.


















   

 
     

 
     fu¨r   

 
     

 




Mit Bemerkung 2.7 erha¨lt man die folgenden mo¨glichen Anfangskoeffizienten fu¨r






KAPITEL 2. UNENDLICHE KOMMA-ENTWICKLUNG 30
Gleichung (2.8) lautet hier



















Das ist genau fu¨r
       	     
erfu¨llt.
Es gibt also 

































Nun wird fu¨r jede mo¨gliche Form ein Beispiel angegeben. Der ausgewa¨hlte
Koeffizient wird dabei unterstrichen und zuerst angegeben.







  mit 
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    
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  mit 

  ergibt sich:


    	 

   





























In diesem Fall la¨ßt sich die Entwicklung sogar genau angeben, da fu¨r alle weiteren
Koeffizienten 

,   
 
   , 

  gilt, wenn 

  gewa¨hlt wird. Es besteht

























    	 

   









    	 

   









    	 

   



















es besteht aber jederzeit die Mo¨glichkeit, nach endlich vielen  eine  oder  zu
wa¨hlen.
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   mit 
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     
Bemerkung 2.13
Wenn man bei der 

-Komma-Entwicklung von  nach (2.4) immer die gro¨ßtmo¨gli-
chen 








In diesem Kapitel werden die speziellen 

-Komma-Entwicklungen untersucht, die
den Ganzheitsbedingungen (1.11) und (1.12) genu¨gen. Zur anschaulichen Darstel-






Nach Bemerkung 2.11 gibt es jeweils unendlich viele 

-Komma-Entwicklungen
fu¨r positive reelle Zahlen. Es soll im folgenden gezeigt werden, daß man aber ein-
deutige Entwicklungen erhalten kann, indem man fordert, daß die Ganzheitsbe-
dingungen fu¨r alle Koeffizienten, also auch fu¨r die Koeffizienten nach dem Kom-
ma, erfu¨llt sein mu¨ssen.
Bezeichnung 3.1
Im folgenden werden 


























    
      

nennen wir eine 








   

eine natu¨rliche Zahl ist.
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-Ganzheitsfolgen sind bei echt-gebrochenen Basen 

	  nicht periodisch; Aus-




O.B.d.A. ko¨nnen wir 























  	 
eine periodische 























































Hierin liefert die Klammer eine rationale Zahl 

































Wa¨hlt man anstelle der einfachen Periode die -fache Periode der La¨nge , mit
der nur von  und der Periode abha¨ngigen Zahl  	  












   














   
mit derselben, nur von  und der Periode abha¨ngigen Zahl  	.







   	
 
	
   
1Dieses ist ein nichtvero¨ffentlichter Beweis von K.Burde.
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und wegen 













 muß also durch beliebig hohe Potenzen von  	 








  	  wegen der lexikographischen Anordnung widerspricht.

Aus Satz 3.3 ergibt sich nun auch, daß außer fu¨r die Zahl  keine Nullperiode
auftritt und somit folgt:
Korollar 3.4




Daraus folgt, daß die 


















    
 

 verbunden ist, als Koeffizient die durch










Um anhand des Baumes auch unendliche 

-Komma-Ganzheitsentwicklungen ver-
anschaulichen zu ko¨nnen, ordnet man nun diesem Knoten mit einem beliebig
gewa¨hlten aber festen   



















Der Baum mit dieser Komma-Ebene wird mit 

und seine -te Ebene mit 


bezeichnet. Jeder Unterbaum von 

wird mit  

und die -te Ebene dieses
Unterbaums mit  

 bezeichnet.
Man erha¨lt den urspru¨glichen Baum offenbar, indem man diese Komma-Ebene
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3.3 Weitere Eigenschaften der Entwicklungen und
des Baumes










   
bezeichnet. Im Baum  





     (3.6)





























































































Nun la¨ßt sich die folgende Aussage u¨ber die Knotenanzahl beweisen:
Satz 3.9
Gilt  
   , so wird die Knotenanzahl  

 eines beliebigen Un-













  	 





































































im Fall  
  also mindestens zwei. Die Knotenanzahl verdoppelt sich also
mindestens von Ebene zu Ebene, woraus obige Aussage folgt. 
Im Fall      gibt es nach Bemerkung 1.30 unter  aufeinanderfolgenden
Kanten einer Ebene genau einen Knoten, von dem nur eine Kante ausgeht. Daraus
folgt (siehe oben), daß die Knotenanzahl  

 beliebig groß wird, wenn
sie in einer Ebene nur mindestens  ist.









Nach (1.29) gibt es im Fall     ein 

 , so daß genau von den Knoten








 eindeutig bestimmte Zahl 

ist.
Die Existenz eines solchen linearen Unterbaumes wa¨re somit gleichbedeutend mit
der Existenz einer 

-Komma-Ganzheitsentwicklung, welche – nach einer gewis-
sen Vorperiode – die Periode 

besa¨ße. Nach Satz 3.3 gibt es keine solche Periode
und somit auch keinen linearen Unterbaum.
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Bemerkung 3.10
1. Da jeder Baum 

an der Wurzel verzweigt ist, also die Knotenanzahl  be-
sitzt, erreicht er nach obigem Beweis auch jede gewu¨nschte Knotenanzahl.





, wenn es keine linearen Unterba¨ume 

gibt.
Nach (3.7) besitzen in dem Wurzelkommabaum 

die Koeffizienten von zwei
































































mit   
   
   , wobei das rechte Gleichheitszeichen der Ungleichung bei








  wird mit maximaler Rest bezeichnet.
Beweis:
Da Ganzheitsentwicklungen nicht periodisch werden, das rechte Gleichheitszei-
chen aber nur angenommen wird, wenn alle 


















  # 
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Satz 3.14
Fu¨r alle vollsta¨ndigen Ba¨ume 











 	 $ fu¨r  
 $
mit jeweils passendem Æ 	  und beliebig vorgegebenem $ 	 .
Beweis:
Nach Satz 3.9 bzw. der daraus folgenden Bemerkung 3.10 fu¨r volle Ba¨ume gibt










   %   
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  
Daraus folgt 1.
Fu¨r hinreichend großes , also  
 $ folgt auch 2.





Bevor die Existenz und die Eindeutigkeit der 

-Komma-Ganzheitsentwicklungen
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Beweis:
Zu zeigen ist, daß fu¨r beliebig vorgegebene & 	  in jedem Intervall der La¨nge &
von  eine darstellbare Zahl liegt.
Zu vorgegebener Schranke $ 	  gibt es nach Satz 3.14 (2) ein    und ein
























    

 
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









   
(3.17)





















fu¨r  	 &(3.18)
Die 

sind die Koeffizienten der Knoten von 

. Der kleinste von ihnen ist
hier    und der gro¨ßte somit
























  	   
















 ' & ein beliebiges Teilintervall von 
$ .
Dann liegt nach obigem im Unterintervall '
 '  

 mindestens ein Knotenkoef-
fizient 
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so liegt  nach (3.18) im Intervall '
 '  &, das heißt aber, daß die darstellbaren







































annehmen. Es folgt die Existenz eines    mit
     

somit gibt es ein   , so daß fu¨r eine ganze – ebenfalls gegen  konvergierende
– Teilfolge der  gilt:   .
O.B.d.A. sei 

bereits diese Teilfolge. Man hat dann also mit einem festen














   












endlich viele, ausgehen, verlaufen unendlich viele dieser Wege  la¨ngs eines
Wegstu¨ckes 

– von mindestens einer Kantenla¨nge – gemeinsam bis zu einem






, also nur endlich viele Fort-
setzungsmo¨glichkeiten, so daß wieder unendlich viele dieser  ein weiteres
Wegstu¨ck 

gemeinsam haben, und so weiter.













     

, so daß jedem endlichen Teilstu¨ck
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Es wird nun    gezeigt, womit der Satz bewiesen ist.
Zu jedem    existieren unendlich viele   , so daß der Weg  dem
Weg  bis zur Ebene 







fu¨r   
    
  















































































  	 

(3.21)






  	 

(3.22)
Nach obigem gibt es nun ein  	 , das zu einem  	  geho¨rt. Fu¨r das
entsprechende  gelten dann (3.21) und (3.22), das heißt








   &







Zwei Entwicklungen heißen benachbart, wenn fu¨r alle  in jeder Ebene 


kein Knoten zwischen den Knoten der Entwicklungen liegt.
Satz 3.24
1. Zwei benachbarte 

-Komma-Ganzheitsentwicklungen stellen dieselbe Zahl
dar.
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2. Fu¨r  
  stellen zwei nicht benachbarte 

-Komma-Ganzheitsentwick-



























-Komma-Ganzheitsentwicklungen dargestellte Zahlen. Nun wird





















die Koeffizienten der Knoten aus 

 sind, durch welche die
entsprechenden Entwicklungswege  bzw.  laufen.
Zu :






































fu¨r  	 &











fu¨r  	 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also mit einem  	   
 &
 &













































Abbildung 3.2: Nicht benachbarte Entwicklungen  und 
Zu :





 einen Knoten der
”
zwischen“ den – nicht benachbarten –

















zwischen“ den beiden Entwicklungswegen 
und . Mit Satz 3.14 gilt im Fall  
   mit einem Æ 	  fu¨r alle hinreichend

















 	 Æ  	 













  	 


Mit  	 
  folgt schließlich
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Bemerkung 3.25
Wie bereits in Bemerkung 1.31 und im Beweis zu Satz 3.9 gezeigt, gibt es fu¨r
 
   keine linearen Unterba¨ume.
Vermutung 3.26
Es gibt auch fu¨r     keine linearen Unterba¨ume.
Unter dieser Vermutung gilt Satz 3.9 – vergleiche Bemerkung 3.10 (2) – und da-
mit auch Satz 3.14 fu¨r alle Unterba¨ume  

. Es folgt, daß auch Satz 3.24 (2)
allgemein ohne die Einschra¨nkung  
   gilt.





Besitzt eine reelle Zahl genau zwei verschiedene 

-Komma-Ganzheitsentwicklun-
gen, so sind diese benachbart.
Beweis:
Wa¨ren die beiden verschiedenen Entwicklungen der Zahl  nicht benachbart, so







zwischen den beiden Entwicklungswegen (siehe dazu
den Beweis des Satzes 3.24 ).




 innerhalb dieses Unterbau-
mes verlaufen, und das ist mindestens einer, sind dann nach dem Beweis zu Satz
3.24  ebenfalls 

-Komma-Ganzheitsentwicklungen von , und  ha¨tte somit
mehr als zwei verschiedene solcher Entwicklungen.

Definition 3.28
Eine reelle Zahl , die genau zwei – dann benachbarte – 

-Komma-Ganzheitsent-
wicklungen besitzt, wird ambig, genauer 

-ambig genannt.
Die Entwicklung, deren zugeho¨riger Weg im Baum rechts verla¨uft wird Oberent-
wicklung, die andere Unterentwicklung von  genannt.
Modulo der obigen Vermutung 3.26 besitzt eine (reelle) Zahl    entweder
genau eine 

-Komma-Ganzheitsentwicklung oder sie ist 

-ambig.
Trifft die Vermutung 3.26 jedoch nicht zu, so gibt es auch u¨berambige Zahlen
mit mehr als zwei verschiedenen 

-Komma-Ganzheitsentwicklungen.
Welche Mo¨glichkeiten hier bestehen, wird spa¨ter noch diskutiert.
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Bemerkung 3.29
Falls u¨berambige Zahlen existieren, also die Vermutung 3.26 nicht richtig ist, sei
die Oberentwicklung die, die von allen Entwicklungen fu¨r eine Zahl im Baum am
weitesten rechts verla¨uft.
Die Unterentwicklung sei dann die, die im Baum am weitesten links verla¨uft.
Beispiel:
1.) Bezu¨glich der -er Basis ist die Zahl  eine ambige Zahl, wobei

  die ambige Oberentwicklung und

  die ambige Unterentwicklung ist.
2.) Im 

-System haben die ambigen Zahlen folgende Darstellungen:




   ambige Oberentwicklung und




     ambige Unterentwicklung.
Bezeichnung 3.30
Der letzte gemeinsame Knoten der ambigen Ober- und Unterentwicklungen einer
Zahl wird mit A-Wurzel bezeichnet.
Bemerkung 3.31
1. ¨Uberambige Zahlen existieren genau dann, wenn es lineare Unterba¨ume
gibt, nach Bemerkung 3.25 also ho¨chstens fu¨r      (und nach der
Vermutung 3.26 u¨berhaupt nicht).






 , treten nach Bemerkung 1.31 nur -Knoten
und -Knoten auf, und zu jedem -Knoten geho¨rt dann eine ambige oder
eine u¨berambige Zahl mit diesem Knoten als A-Wurzel (siehe Abbildung
3.4).
3. Gibt es keine u¨berambigen Zahlen, so geho¨ren zu jedem -Knoten genau
 ambige Zahlen mit diesem Knoten als Wurzel (siehe Abbildung 3.3).
Fu¨r  	  ist die Voraussetzung nach 2. stets erfu¨llt.
Satz 3.32
Sei  
 . Liegt dann die -Wurzel einer ambigen Zahl  in der -ten Ebene,










    fu¨r  	 














Abbildung 3.3: Wurzelbaum fu¨r  
  
Beweis:
Nach dem in Kapitel 1.4 beschriebenen Aufbau des Wurzelbaumes  

gehen vom




    	
 
    
erfu¨llen, wobei der kleinste bzw. gro¨ßte dieser Koeffizienten zu der Kante ganz
links bzw. ganz rechts geho¨rt.
Gibt es keine linearen Unterba¨ume, was nach Bemerkung 1.31 fu¨r  
   der
Fall ist, so besteht die Ober- bzw. Unterentwicklung von  ab der Ebene 


aus den Koeffizienten 

, die jeweils zu einer ganz linken bzw. ganz rechten Kante
geho¨ren. Daraus folgt mit (1.29) die Aussage des Satzes.

Beispiel:









Abbildung 3.4 zeigt die Darstellung von einer u¨berambigen Zahl (.
Sieht man zwei benachbarte 

-Komma-Ganzheitsentwicklungen, die also dieselbe
reelle Zahl darstellen, als
”
lexikographisch gleich“ an, so gilt:
Satz 3.33
Die durch ihre 

-Komma-Ganzheitsentwicklung gegebene lexikographische An-










Abbildung 3.4: Wurzelbaum fu¨r    




























nicht negative reelle Zahlen und o.B.d.A.   . Nach obiger Vereinbarung bleibt
zu zeigen, daß dann die 

-Komma-Ganzheitsentwicklung von  lexikographisch




Da sich die zu  bzw.  geho¨rigen verschiedenen Entwicklungswege im Baum 






rechts des Entwicklungsweges von . Daraus folgt fu¨r die Knotenkoeffizienten der



























   





























-Komma-Ganzheitsentwicklung einer Zahl    nach Satz 3.3 nicht
abbricht, sich eine solche Entwicklung andererseits
”
von hinten her“ ergibt, muß
man bei einer endlichen Stelle nach dem Komma beginnen und erha¨lt somit nie-
mals die volle Ganzheitsentwicklung von , sondern stets nur eine Na¨herungsent-
wicklung.
Es ergibt sich damit die Frage, bis zu welcher Stelle eine solche Na¨herungsent-




-Komma-Ganzheitsentwicklungen nicht periodisch sind, gelten im folgenden



























































ein Na¨herungswert zu .
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   
    
























mit   
    










Man geht von einer Entwicklung mit
     








    	
 (4.12)






































 )  









Fu¨r die Darstellung der  muß das Komma nun um  Stellen zuru¨ckverschoben









     




     




Man geht von einer Entwicklung mit
     







    	
 (4.13)



































     






von positiven reellen Zahlen
Mit dem in Kapitel 4 entwickelten Sichere-Stellen-Algorithmus ko¨nnen 

-Kom-
ma-Ganzheitsentwicklungen auf endlich viele Stellen angegeben werden. Um
nun die 

-Komma-Ganzheitsentwicklungen aller positiver reeller Zahlen zu cha-
rakterisieren, werden in diesem Kapitel die 

-Komma-Ganzheitsentwicklungen
der natu¨rlichen Zahlen im Hinblick auf deren Werteverteilung vor und hin-
ter dem Komma betrachtet. Dazu werden zwei verschiedene Verfahren vorge-
stellt, das Koeffizienten-Verfahren und das Sprungstellen-Verfahren. Mit dem
Sprungstellen-Verfahren werden dann alle positiven reellen Zahlen untersucht.
Die erste eindeutige Aussage bekommt man fu¨r die natu¨rlichen Zahlen, die durch
 teilbar sind. Dafu¨r werden noch folgende Bezeichnungen beno¨tigt:
Bezeichnung 5.1
Der Wert vor dem Komma einer 

-Komma-Ganzheitsentwicklung von  wird mit
*

und der hinter dem Komma mit *

bezeichnet.












































Wenn fu¨r Entwicklungen andere Buchstaben benutzt werden, werden jeweils fu¨r
die Werte vor und nach dem Komma die zugeho¨rigen griechischen Buchstaben
gewa¨hlt.
54
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5.1 Werteverteilung und
Koeffizienten-Verfahren
Bevor nun das Koeffizienten-Verfahren anhand eines Beispiels erla¨utert wird, wer-
den zuvor noch allgemeine Aussagen u¨ber die Werteverteilungen bewiesen.
Mit (5.2) kann man nun folgenden Satz formulieren:
Satz 5.3
Fu¨r  
   und    	





























 )   ) mit )  








   folgt 


  und somit
















Nach (4.10) gilt hier
)   da    	
  und )   da   
  
 
Es gelten also die echten Ungleichungen. Daraus folgt )   und somit ergibt sich
*






Wegen (3.7) gilt *

  	






Fu¨r die Zahlen    	
  kann keine eindeutige Aussage getroffen werden.
Hier gilt:
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Satz 5.6







einer ganzen Zahl    	
































Die Einschra¨nkungen fu¨r 

































  Vielfachen von  abzuziehen. Das ergibt den ange-





Genau fu¨r die Basen 

mit  









  fu¨r    	
 
Beweis:































	   


  und   

   mit   
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








      (5.9)








Aus (5.9) erha¨lt man mit 












also    und   , somit   .









was genau fu¨r  
  und  
  bzw.  
  wegen 
   
   
erfu¨llt ist. In diesen Fa¨llen hat man auch  
  .

2. Fall    :
Hier erha¨lt man wie oben 







    
  
  
       
Fu¨r solche Basen 





Genau fu¨r die in Satz 5.8 angegebenen Basen gilt also 














Vorab ist zu sagen, daß mit Bemerkung 5.5 alle *

  	











    	
 :




   und *

 
Auf  sichere Stellen sehen die 

-Komma-Ganzheitsentwicklungen der ersten
































Nach dem Komma stehen hier also stets 





-Komma-Entwicklungen   





Da die Entwicklungen, die den Ganzheitsbedingungen genu¨gen nach Satz 3.3
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    	
 :





































die einzig mo¨glichen Darstellungen fu¨r    	
  sind.
Es ist bisher noch nicht gelungen, eine allgemeine Aussage zu treffen, bei welchen
ungeraden Zahlen 

  ist und bei welchen 

  ist.





 , fu¨r    	










-System folgen nach jeder Zwischenzahl 

  	
  immer zwei Einsen.
Beweis:
Auf jeden Knoten von  











    	









  zwei Kanten mit dem Koeffizienten







































   
































  im Widerspruch zu (5.11).

Bezeichnung 5.13




von ganzen Zahlen  bzw.  wird als Koeffizienten-Verfahren bezeichnet.
Aus Satz 5.12 folgt, daß alle    	
  mit 

  	
  und 

 
und alle    	
  mit 

  	
  und 

  dargestellt werden.












 0,3  2,1
5





Wird das Koeffizienten-Verfahren wiederholt angewendet, so ergibt sich beispiels-










  sein muß.
Es folgt wie oben, daß fu¨r    	
  
































 8,3  10,1
13








 16,3  18,1


























Betrachtet man die ungeraden Zahlen gema¨ß ihrer Kongruenzen
   	
 
 fu¨r immer gro¨ßere , so erha¨lt man fu¨r einen wachsenden An-
teil der Restklassen modulo  die eindeutigen Aussagen 

  oder 

 .
Es scheinen aber stets Restklassen u¨brig zu bleiben, fu¨r die man keine Aussage
machen kann.
Im folgenden werden die ersten ungeraden Zahlen  bis  auf  sichere Stellen













































































  fu¨r    	
 
Im folgenden werden die ersten  Zahlen zur Basis 	

auf  sichere Stellen nach
dem Komma angegeben, wobei die Koeffizienten, die gro¨ßer als  sind, unterstri-
chen wurden, um Verwechslungen mit zwei einziffrigen Koeffizienten zu vermei-
den.





































































Fu¨r alle Zahlen    	























Die ersten  Zahlen in der 
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Bei diesen  ganzen Zahlen kommt der Wert 

  nicht vor. Er wird aber bei























   	
  	 

   

 
   	
  	 

   

 
   	






Fu¨r diese Basis ist der Satz 5.3 nicht anwendbar, da      gilt. Wie man




  oder *

   



























  fu¨r 

.
Zum Vergleich mit den vorangegangenen Beispielen werden hier auch die ersten
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5.2 Das Sprungstellen-Verfahren




der natu¨rlichen Zahlen  berechnet werden ko¨nnen.
Die Sprungstellen
Sei  eine 

-ambige Zahl, deren A-Wurzel u¨ber, jedoch nicht unmittelbar u¨ber der
Kommaebene liegt, so daß die Verzweigung in Unter- und Oberentwicklung be-
reits vor der Kommaebene stattfindet. Da diese beiden Entwicklungen stets durch
benachbarte Knoten einer Ebene verlaufen, deren Koeffizienten vor der Kommae-

















die ambige Natur von  zeigt sich hier also bereits vor dem Komma.
Da die 







































     

   














  fu¨r 

   






  fu¨r 

   





ist also der eindeutige Entwicklungsanteil *

von  vor dem
Komma konstant und springt, wenn  wachsend die Stelle 

u¨berschreitet von
   auf , wa¨hrend fu¨r   

selbst diese beiden Werte auftreten. Die


werden daher als Sprungstellen, genauer 

-Sprungstellen bezeichnet. Zu wel-
cher 

-Komma-Ganzheitsentwicklung sie geho¨ren, wird jeweils aus dem Zusam-
menhang hervorgehen.































































-Komma-Ganzheitsentwicklungen, ist also u¨berambig, so springt der
Entwicklungsanteil vor dem Komma von , wenn  wachsend  u¨berschreitet, um





 -fachen“ Sprungstelle zusammen.










      
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 , liegt genau eine Sprungstelle, wenn  
   ist.
Die einzige Ausnahme bildet das erste Intervall, also   . Hier liegt die Sprung-
stelle 

  genau auf der Intervallgrenze.
Beweis:



























1. Mit Satz 5.19 und (5.16) gilt fu¨r  
  , daß die Sprungstellen aus den
folgenden offenen Intervallen sind:


    
    und 

 
2.    	











,   

zweier aufeinanderfolgender










   fu¨r  
  
Beweis:
Die Aussage folgt unmittelbar aus Bemerkung 5.20.

Aus Satz 5.6 kennt man die Abscha¨tzung u¨ber die maximale Anzahl der 

fu¨r
die natu¨rlichen Zahlen    	
 . Weiterhin gelten folgende Aussagen:
Satz 5.22
Mit  
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Beweis:
















somit nach (5.16) 

 , wobei im Fall   

der kleinere Wert von 

gewa¨hlt ist, bei dem also 

gro¨ßer ausfa¨llt.
Nach Bemerkung 5.20 hat man 















  und 






    


























































gilt, eine untere Grenze fu¨r den Abstand aufeinanderfolgender Sprungstellen.
Beweis:




	  keine -Knoten. Die Verha¨ltnisse










mit einer Wurzel   


















Diese Breite  ist somit abzuscha¨tzen.























Abbildung 5.3: Darstellung des minimalen Abstands der Sprungstellen im Wur-
zelkommabaum
Nach Bemerkung 1.35 und Bemerkung 1.31 hat man fu¨r 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Gesucht wird nun die Aufteilung
  



































































































































































































































Diese Wahl von  ist fu¨r hinreichend große  mo¨glich. Mit der Differenz der















  	 





























































mit   

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mit (5.27) und (5.30) also die Aussage des Satzes.

Bemerkung 5.31











wobei die rechte Ungleichung, die nach Satz 5.19 gelten muß, aus Satz 5.24 un-
mittelbar abzulesen ist.















 positiv, also auch die nach dem
































































































































Der in Beweis zu Satz 5.24 betrachtete Unterbaum  

kann bei entsprechen-
der Kommaebene jeder beliebige Unterbaum sein. Da es im Fall     
beliebig lange endliche lineare Teilstu¨cke gibt, somit Unterba¨ume, deren Brei-
te    

 auf der reellen Achse beliebig klein ist, folgt aus (5.27), daß
Sprungstellen hier beliebig dicht liegen ko¨nnen. Da nach Satz 5.19 zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Vielfachen von  jeweils genau eine Sprungstelle liegt, lie-
gen solche dicht beieinander liegende Sprungstellen jeweils kurz vor bzw. hinter
einer Zahl    	
 , die selbst wegen Bemerkung 5.20. 2. keine Sprungstelle
sein kann.
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5.3 Berechnung der Sprungstellen
Vorerst werden noch die maximalen ¨Ubertra¨ge bei der Addition zweier Ganz-
heitsentwicklungen betrachtet, die bei der Berechnung der Sprungstellen wichtig
sind. Zum einen ist der Koeffizient    von Interesse, da dieses der maximale
Koeffizient aller Entwicklungen ist. Zum anderen wird der Koeffizient   be-
trachtet, da dieser fu¨r Basen  
   nach Satz 3.32 der maximale Koeffizient
jeder Oberentwicklung ist.
Satz 5.33
Der ¨Ubertrag fu¨r die Addition zweier 

-Entwicklungen mit
1. den maximalen Koeffizienten    und    betra¨gt maximal +,
2. den maximalen Koeffizienten   und   betra¨gt maximal +  ,









Sei nun     , also      mit   .
1.)
                 
                  
                    
        
             	            
     +                
Der ¨Ubertrag wa¨chst auf diese Weise solange +     ist, wird also maximal
gleich +, wobei +  

minimal mit
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Analog erha¨lt man das Ergebnis in den anderen beiden Fa¨llen.

Bemerkung 5.34
1. Im Fall  









   

also insbesondere im 3. Fall aus Satz 5.33 keine ¨Ubertra¨ge.
2. Der maximale ¨Ubertrag fu¨r die Addition zweier 

-Entwicklungen ist nach









. Fu¨r minimales   , also fu¨r




















    
 

  fu¨r 




















      
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(5.39)
womit alle Sprungstellen eingegrenzt sind.
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In diesem Satz und dem dazugeho¨rigen Beweis wird aus Gru¨nden der ¨Ubersicht

































die Oberentwicklung der -ten Sprungstelle, also mit Satz 3.32 

    fu¨r
 
   und 

    fu¨r     und  	 .
Obere Grenze fu¨r das Sprungstellenintervall:








Da alle durch  teilbaren Zahlen auf  Nullen enden, sieht die Darstellung der
durch  teilbaren Zahlen bei anschließender Kommaverschiebung um  Stellen
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Sei Æ

eine obere Grenze fu¨r solche Æ:
Æ  Æ

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der maximal mo¨gliche ¨Ubertrag aus Satz 5.33 bei der Addi-
tion der Ganzheitsentwicklungen (5.40) und (5.42) zum -ten Koeffizienten der
Summenentwicklungen sei. Fu¨r  
    sind die maximalen Koeffizienten
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 und 
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Fu¨r     sind die maximalen Koeffizienten ,
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   und 
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  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Die -te Sprungstelle nach 



















Die endlich vielen Sprungstellen 

,   
 kann man anhand des Sichere-Stel-














 & und 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
 & fu¨r beliebige positive &.
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Bemerkung 5.45





, die außerhalb der obigen, die




















, die innerhalb des die Sprungstelle 









     .









wobei genau fu¨r die Sprungstelle 

beide Werte mo¨glich sind.
5.4 Beispiele fu¨r das
Sprungstellen-Verfahren
Beispiele fu¨r Basen mit    
1.) Basis 

und   :
Zuna¨chst werden die ersten  Sprungstellen 

,      durch Intervalle der
La¨nge 
  – im Dezimalsystem – eingegrenzt. Die ersten  Sprungstellen sind













0 & +& 1 3,24 3,25
2 4,86 4,87 3 7,30 7,31
4 8,45 8,46 5 10,95 10,96
6 12,67 12,68 7 15,72 15,73
8 16,42 16,43 9 19,01 19,02
10 21,08 21,09 11 23,59 23,60
12 24,63 24,64 13 26,96 26,97
14 28,52 28,53 15 31,63 31,64
16 32,27 32,28 17 35,38 35,39
18 36,95 36,96 19 39,34 39,35
20 40,44 40,45 21 42,78 42,79
22 44,94 44,95 23 47,45 47,46
24 48,40 48,41 25 51,20 51,21













26 53,08 53,09 27 55,43 55,44
28 56,82 56,83 29 59,01 59,02
30 60,67 60,68 31 63,87 63,88
32 64,18 64,19 33 67,41 67,42
34 68,86 68,87 35 71,17 71,18
36 72,60 72,61 37 74,91 74,92
38 76,80 76,81 39 79,62 79,63
40 80,52 80,53 41 83,15 83,16
42 85,23 85,24 43 87,52 87,53
44 88,51 88,52 45 91,01 91,02
46 92,67 92,68 47 95,81 95,82
48 96,27 96,28 49 99,45 99,46
50 101,12 101,13 51 103,30 103,31
52 104,38 104,39 53 106,76 106,77
54 108,91 108,92 55 111,62 111,63
56 112,36 112,37 57 115,20 115,21
58 117,03 117,04 59 119,43 119,44
60 120,78 120,79 61 123,19 123,20



















   
   
Abbildung 5.4: Graphische Darstellung der ersten  Sprungstellen zur Basis 




















































mit   

     

   

womit alle Sprungstellen durch Intervalle der La¨nge
















  gilt nach (5.16) zum Beispiel fu¨r















wegen Satz 5.3 nur noch die ungeraden Zahlen betrachtet werden.
Fu¨r die , die in der obigen Tabelle durch Unterstreichen markiert sind, liegt in





mit    eine ungerade Zahl .







, die in dem Intervall zur Sprungstelle 

liegen, gilt nach Bemerkung 5.45 entweder


     

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    

    
Das Sprungstellen-Verfahren liefert also folgende Darstellungen fu¨r alle Zahlen
modulo :





Fu¨r die ungeraden Zahlen gilt mit    	






















1 1 3 3 5 1 7 3
9 1 11 3  1 13 1 15 3
17 1 19 3  1 21 3  1 23 3
25 1 27 1  1 29 1 31 3
33 1 35 3 37 3  1 39 3
41 1 43 1 45 3  1 47 3
49 1 51 3  1 53 3  1 55 3
57 1 59 3  1 61 1 63 3
65 1 67 3 69 1 71 3  1
73 1 75 3  1 77 1 79 3
81 1 83 3  1 85 3  1 87 3
89 1 91 3  1 93 1 95 3
97 1 99 3 101 3  1 103 3
105 1 107 1 109 3  1 111 3
113 1 115 3  1 117 3  1 119 3




und   :
Zuna¨chst werden die ersten  Sprungstellen 

,      durch Intervalle der
La¨nge 
  – im Dezimalsystem – eingegrenzt. Die ersten  Sprungstellen sind













0 -& +& 1 5,64 5,65
2 9,59 9,60 3 12,70 12,71
4 16,87 16,88 5 21,58 21,59
6 25,35 25,36 7 28,58 28,59
8 32,85 32,86 9 37,97 37,98
10 41,23 41,24 11 45,45 45,46
12 48,56 48,57 13 53,93 53,94
14 57,04 57,05 15 61,20 61,21












































































mit   


     

   

womit alle Sprungstellen durch Intervalle der La¨nge


































wegen Satz 5.3 nur noch die Zahlen, die nicht durch  teilbar sind betrachtet wer-
den.
Fu¨r die , die in der obigen Tabelle durch Unterstreichen markiert sind, liegt in





mit    eine natu¨rliche Zahl
   	
 .





















mit    also noch nicht eindeutig festgestellt
werden kann.
Nach Bemerkung 5.45 gilt fu¨r sie


     





     
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    
Daraus erha¨lt man also mit dem Sprungstellen-Verfahren folgende Darstellungen
fu¨r alle Zahlen    	





















1 1 2 2 3 3 4 4
5 5 6 2  6 7 3 8 4
9 5 10 2 11 3 12 4
13 1 14 2 15 3 16 4
17 5  1 18 2 19 3 20 4
21 5 22 2 23 3 24 4
25 5  1 26 2 27 3 28 4
29 1 30 2 31 3 32 4
33 5  1 34 2 35 3 36 4
37 5 38 2  6 39 3 40 4
41 5 42 2 43 3 44 4
45 5  1 46 2 47 3 48 4
49 1 50 2 51 3 52 4
53 5 54 2  6 55 3 56 4
57 5  1 58 2 59 3 60 4
61 5  1 62 2 63 3 64 4 .
Bemerkung 5.46
Den Abbildungen 5.4 und 5.5 ist zu entnehmen, daß fu¨r diese Beispiele mit  

   entsprechend Satz 5.19 in jedem Intervall 
   ,    genau
eine Sprungstelle liegt.
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Beispiele fu¨r Basen mit    
3.) Basis 

und   :
Zuna¨chst werden die ersten      Sprungstellen 

,      berech-











  sehr groß sind. Um






  bei   , was aber zur Folge hat, daß man Sprungstellen
durch Einschachtelung bis zur Zahl 
   berechnen mu¨ßte. Es sollen nun
trotz der schlechten Abscha¨tzung fu¨r Æ hier die ersten  Sprungstellen berechnet













0 -& +& 1 6,22 6,23
2 8,30 8,31 3 11,07 11,08
4 14,76 14,77 5 19,09 19,10















und   :
Ein weiteres Beispiel fu¨r die Basis     . Vorab werden die Sprungstellen















KAPITEL 5. WERTEVERTEILUNG 83














0 & +& 1 10,74 10,75
2 13,43 13,44 3 16,79 16,80
4 20,99 21,00 5 26,24 26,25
6 30,50 30,51 7 32,80 32,81
8 38,13 38,14 9 41,00 41,01
10 47,66 47,67 11 50,78 50,79
12 51,25 51,26 13 54,58 54,59





















Den Abbildungen 5.6 und 5.7 ist zu entnehmen, daß fu¨r diese Beispiele mit  
  der Satz 5.19 nicht mehr gilt, da nicht mehr in jedem Intervall  
,    genau eine Sprungstelle liegt.
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5.5 Betrachtungen fu¨r Basen mit    
Bemerkung 5.48
Gela¨nge es fu¨r die Basen      die Sprungstellenintervalle so klein zu
machen, daß keine ¨Uberlappungen der Intervalle vorka¨men, so wa¨re das der Be-
weis dafu¨r, daß keine u¨berambigen Zahlen existieren, da die Existenz mehrfacher
Sprungstellen gleichbedeutend mit der Existenz u¨berambiger Zahlen ist.
Die Lo¨sung dieses Problemes erscheint schwierig, wenn nicht unmo¨glich. Die Fra-
ge, ob u¨berambige Zahlen existieren, bleibt also weiterhin unbeantwortet.
Damit la¨ßt sich also die Vermutung 3.26, daß keine linearen Unterba¨ume fu¨r  























Der maximale Wert nach dem Komma ist nach Hilfssatz 3.11 kleiner als 

.
Bei jeder Sprungstelle steigt der Wert vor dem Komma um  an und der Wert nach





































gilt. Das zeigt erneut, daß es keine u¨berambigen Zahlen fu¨r  










  kann nur fu¨r  gelten, da 





























Genau dann, wenn die obige maximale Vielfachheit der Sprungstellen  ist und es
damit fu¨r diese maximal  

-Komma-Ganzheitsentwicklungen geben ko¨nnte,











 fu¨r   
Beweis:
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Nach Satz 5.52 hat man














































































































Aufbauend auf der Arbeit von K. Burde [1] zu Zahlenentwicklungen mit gebro-
chenen Basen standen im Mittelpunkt dieser Arbeit die unendlichen 

-Komma-
Ganzheitsentwicklungen von allen positiven reellen Zahlen.
Zur anschaulichen Darstellung aller Ganzheitsentwicklungen wurde ein 

-Wur-
zelbaum entwickelt, an dem die Entwicklungen lexikographisch geordnet ablesbar
sind. Mit Hilfe dieses Baumes konnten einige Beweise (u.a. Existenz und Eindeu-
tigkeit) durchgefu¨hrt werden.
Die Existenz der 

-Komma-Ganzheitsentwicklungen fu¨r alle positiven reellen
Zahlen konnte bewiesen werden, allerdings gab es bezu¨glich der Eindeutigkeit
dieser Darstellungen Einschra¨nkungen fu¨r die Basen. Es zeigte sich, daß fu¨r Ba-
sen mit  
  , wie bei allen -adischen Entwicklungen, maximal zwei Dar-
stellungen fu¨r eine Zahl mo¨glich sind, wa¨hrend es fu¨r Basen mit     auch
mehr sein ko¨nnten.
Es konnte ein Verfahren entwickelt werden, mit dem die Berechnung der 

-Kom-
ma-Ganzheitsentwicklungen mo¨glich ist und mit dem man endlich viele Stellen
der unendlichen Entwicklung sicher angeben kann.
Eine interessante Entdeckung war, daß jede beliebige Endziffernfolge in einer 

-
Komma-Ganzheitsentwicklung realisierbar ist. Daru¨ber hinaus wurde noch ein
Algorithmus gefunden, der die Berechnung einer Zahl ermo¨glicht, fu¨r die diese
endliche Ziffernfolge im 

-System vorgegeben wird.
Die Untersuchung der Entwicklungen aller positiven reellen Zahlen auf Vor- und
Nachkommawerte fu¨hrte zu einer Charakterisierungsmo¨glichkeit der 

-Komma-
Ganzheitsentwicklungen. Es gelang, Sprungstellen, d.h. Stellen, bei denen sich
der Vorkommawert vera¨ndert, fu¨r begrenzte Bereiche in sehr kleine Intervalle
einzuschra¨nken. Damit konnten dann fu¨r den gesamten Bereich  Intervalle be-
rechnet werden, in denen sich jeweils eine weitere Sprungstelle befindet.
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In der gesamten Arbeit mußten Basen 

mit      und  
    unter-
schieden werden. Die fu¨r Basen mit  
    gefundenen Ergebnisse konnten
nicht auf Basen mit      u¨bertragen werden. Damit bleibt u.a. die Frage
nach der Existenz u¨berambiger Zahlen offen und bietet Potential fu¨r zuku¨nftige
Forschungsarbeiten zu dieser Thematik.
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